Temat: Rekurencja i jej zastosowanie

Stowo rekurencja (rowniez rekursja) wywodzi si¢ z jezyka tacinskiego - recurrere = biec z
powrotem. W algorytmice mowimy, ze dany algorytm jest rekurencyjny, jesli do rozwigzania
pewnego problemu wykorzystuje on sam siebie. W programowaniu dana funkcja jest
rekurencyjna, jesli wywotuje samg siebie. Kolejne wywotania takiej funkcji nazywamy
rekurencyjnym ciggiem wywotan. Cigg ten nie moze by¢ nieskonczony - kazde wywotanie
funkcji powoduje umieszczenie w pamigci komputera adresu powrotu, czyli miejsca w
programie, do ktérego wraca procesor, gdy zakonczy wykonywa¢ kod funkcji. Poniewaz
pamigc jest skonczona, to nie mozna w niej umiesci¢ nieskonczenie wiele adresow powrotnych.
Dlatego w rekurencji bardzo wazne jest okreslenie warunku, ktory konczy rekurencje - np.
funkcja przestaje juz dalej wywolywaé samg siebie.

Rekurencyjna silnia

Silnia n! (ang. factorial of n) jest iloczynem kolejnych liczb naturalnych mniejszych lub
réwnych n. Mozemy ja zapisa¢ w sposob rekurencyjny:
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Zwrd¢ uwage, iz w obliczeniach cofamy si¢ od n =5do n =0. Gdy osiaggniemy 0, to rekurencja
ustaje.

Przyktad:

#include <iostream>
using namespace std;

unsigned silnia (unsigned n)

{
if(n == 0) return 1;
else return n * silnia(n - 1);

}
int main ()
{
unsigned n;

cin >> n;

cout << n << "! = " << silnia(n) << endl << endl;



return 0;

Silnia ros$nie bardzo szybko. Juz 13! przekroczy dopuszczalny zakres dla liczb
typu unsigned (0...4mld). Zwré¢ uwagg, iz funkcja rekurencyjna jest bardzo prosta - to jest
wlasnie zaleta rekurencji.

Rekurencyjny Najwiekszy Wspolny Dzielnik

Algorytm Euklidesa mozemy rowniez zapisa¢ w sposob rekurencyjny:

a, b=0

NWD(a.b) =
(a.b) {NWD(EJ:G mod b), b=0

Moze si¢ to wydawaé na pierwszy rzut oka dziwne, lecz tak wlasnie dziata algorytm
Euklidesa z dzieleniem, ktéry omawialiSmy wczes$niej. Traktuje on liczb¢ b jako reszte z
dzieleniaa przez b. Jesli reszta z dzielenia jest rowna 0, to konczy zwracajac a. Jesli nie,
to a zastgpuje przez b, czyli obecng resztg z dzielenia, a b zastepuje nowa reszta z dzielenia i
znow wykonuje sam siebie az do pozadanego skutku.

Przyktad:

#include <iostream>
using namespace std;

unsigned NWD (unsigned a, unsigned b)

{

if (b == 0) return a;

else return NWD(b, a % b) ;
}

int main ()

{
unsigned a, b;

cin >> a >> Db;

cout << "NWD(" << a << "," << b << ") =" << NWD(a, b)
<< endl << endl;

return 0;

}
Liczby Fibonacciego

Liczby Fibonacciego powstajg rowniez rekurencyjnie:

non=l
fib, =
Jib_,+ fib_,. n>1
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Oto kilka poczatkowych liczb Fibonacciego:

fib, =0

Jib =1

fiby = fiby + fi = 0+1=1
Jib, = fib, + fib, =1+1=2
Jib, = fib, + fib, =1+ 2 =3
Jib, = fib, + fib,=2+3 =5
Jiby= fib, + fib, =3 +5=8

Za wyjatkiem dwoch pierwszych, kazda kolejna liczba Fibonacciego powstaje jako
suma dwoéch poprzednich liczb. Jesli dla tych liczb zastosujemy metode
rekurencyjna, to, owszem, funkcja tworzaca bedzie prosta, lecz liczba wywotan
rekurencyjnych moze przescigng¢ nasze wyobrazenia. Sprobujmy rozwingé
rekurencyjnie fib6 (na czerwono zaznaczono liczby Fibonacciego, ktore si¢ dalej
rozktadaja rekurencyjnie):

fibs = fib4 + fibs

fibs = fib2 + fibs + fibs + fibs

fibg = fibo + fiby + fiby + fib2 + fib1 + fib2 + fib2 + fibs
fibg = fibo + fiby + fiby + fibo + fiby + fiby + fibo + fib1 +
fibo + fib1 + fib1 + fib2

fibg = fibo + fiby + fib1 + fibo + fiby + fiby + fibo + fib1 +
fibo + fib1 + fiby + fibo + fib1

A teraz rozwinigcie rekurencyjne dla fib7:

fib7 = fibs + fibe

fib7 = fibs + fiba + fiba + fibs

fib7 = fiby + fib2 + fib2 + fibs + fib2 + fibz + fibs + fiba
fib7 = fiby + fibo + fib1 + fibo + fib1 + fiby + fib2 + fibo +
fib1 + fiby + fibo + fib1 + fib2 + fib2 + fibs

fib7 = fiby + fibo + fib1 + fibo + fib1 + fiby + fibo + fiby +
fibo + fib1 + fib1 + fibo + fib1 + fiby + fibo + fib1 + fibo +
fibs + fib1 + fib2

fib7 = fib1 + fibo + fib1 + fibo + fib1 + fiby + fibo + fib1 +
fibo + fib1 + fib1 + fibo + fib1 + fiby + fibo + fib1 + fibo +
fib1 + fiby + fibo + fiby



Jak widzimy, liczba wywotan lawinowo rosnie wraz ze wzrostem Nn. Taki przyrost nazywamy
przyrostem wyktadniczym. Niestety, ta cecha powoduje, iz obliczenie metoda rekurencyjng
liczb Fibonacciego moze by¢ operacja bardzo czasochtonng dla duzych n.

Przyktad:

#include <iostream>
using namespace std;

unsigned long long fib (int n)
{

if(n <= 1) return n;

else return fib(n - 2) + fib(n - 1);
}

int main ()

{

int n;
cin >> n;

cout << "fib (" << n <K ") =" < fib(n) << endl <<
endl;

return 0;

Zadania

Zad.1 Ponizej zdefiniowany jest pewien ciag, ktorego kolejne wyrazy generowane sg w sposob
rekurencyjny:

L. dla n =1
i, = 0,5, dla n =2
—tlyq "y, dla n > 2

Napisz program, ktory znajdzie warto$¢ n-tego wyrazu ciagu.

Zad. 2. Napisz program, ktory wyznaczy sum¢ cyfr liczby naturalnej z zakresu [0...1020].
Rozwiaz zadanie metodg rekurencyjna.

Rozwigzanie
Aby wyluska¢ cyfre jednosci danej liczby nalezy wykona¢ operacje:
cyfra=n mod 10

gdzie mod oznacza reszt¢ z dzielenia. Nastgpnym krokiem jest skrocenie liczby o jedna cyfre
wykonujac operacje
n=ndiv 10

gdzie div oznacza dzielenie catkowite. Powtarzamy te operacje do momentu otrzymania
liczby 0.
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Zad. 3. Napisz program, ktory zapisze podang liczbe dziesi¢tng naturalng w systemie
binarnym. Rozwigz zadany problem rekurencyjnie.



